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PROLOGO

Con el proposito de contribuir con la educacion superior del pais y conseguir la universidad de
excelencia que todos anhelamos pongo a disposicion esta obra didactica que tiene como titulo
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS Y APLICACIONES EN LA
INGENIERIA para los estudiantes de ingenieria y colegas profesores.

Esta obra esta estructura en siete capitulos el primer capitulo da una idea clara de una ecuacién
diferencial ordinaria .Se introduce los conceptos de orden, grado, formas de representar, tipos de
solucion explicita e implicita, clasificacion lineal y homogéneas de las ecuacion diferenciales.

El segundo capitulo estudia los tipos y sus respectivos algoritmos de solucién de las EDO
comenzando por las ecuaciones diferenciales separables, lineales, exactas, no exactas, de
Bernoulli, homogéneas, homogéneas de coeficientes constantes y aplicaciones de acuerdo a
algunos modelos matematicos descritos.
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Capitulo 1

Introduccion

1 Definiciones basicas

Definicion 1.1

Una ecuacién diferencial es una proposicion de tipo abierta, esto quiere decir que hay un
elemento de la oracion que es variable, y hay que buscar dentro de ese universo quien es
ese elemento que hace verdadera a la expresion

1. 4=3 “Proposicion cerrada”

La proposicion de ejemplo 1 es de tipo cerrada y de valor “FALSO” porque cuatro no es igual a
tres

2. 3x+1 =4 “Proposicion abierta”

La proposicion de ejemplo 2 es de tipo abierta porque se debe decir cuanto vale x para que la |
proposicion tenga valor “VERDADERO” y se debe especificar en qué universo busco ese valor |
de x. :

1
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3. y’+ 3 = 6x “Proposicion abierta”

I La proposicion de ejemplo 3 es de tipo abierta y se debe especificar qué " y € es una funcion de
| “X “entonces se denota como “y=y(x)” la pregunta que se debe hacer es ¢qué funcion de la “x”
| puesta eny’ hace verdadera la proposicion?
1
-

Definicion 1.2
Son ecuaciones diferenciales las que contienen derivadas o derivadas parciales de

funciones con una o més variables dependientes con respecto a una 0 mas variables
independientes.

1. Z% +2 Z—z =0 EDO de segundo orden de variable dependiente y griega y de

variable independiente x

2. y +2y =0 EDO de segundo orden de variable dependiente y griega y de
variable independiente x

2
3. % + Zt% = 3t EDO de segundo orden de variable dependiente z y de variable
independiente t

1.2.- Caracteristica de una ecuacion diferencial ordinaria

1.2.1.-Orden de una ecuacion diferencial
Es la mayor derivada expresada en la ecuacion.
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y’ + 2y =e* — (Esta es unaecuacion de 2% orden)

1.2.2.- Grado de la ecuacion diferencial

Primero debemos tomar en cuenta la derivada de mayor orden de la variable dependiente
y observamos la potencia que nos dara el grado de la E.D.O

3 7
[‘f—ﬂ + (Zx %) =e® (La EDO es de 2% orden y 3° grado).

1.2.3 Formas de representar matematicamente las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Formas de Representar una EDO

fxyy)=0 o y=Ff(xy) 1°rorden

f (vaiyliy") =0 0o y =f (ny,y.) 2490 orden
foxyy.y,y)=0 o y'=fxyVv,y) 3¢ orden
foyyy,...oy"hyD=0 o y'=fXxy,y,Y .....y"1) orden superior

o

1.2.4 Soluciones de las EDO

En la solucion de una ecuacion algebraica de grado uno, dos o tres lo que se halla como
solucion son raices o ceros si es el caso de un polinomio.

Encontramos raices que son x=-1, x=-2
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Cuando se opera una ecuacion diferencial el resultado es la obtencion de funciones o
aplicaciones aplicadas a la variable independiente x o funciones aplicadas a la
variable y griega. S

1
N
—

y +3=2x
y(x)=?

v

Encontramos la funcidn y(x)=x>-3x+c

CGmwms ) ~

1. y = ceX+ e* essolucion de E. D. y'+ 2y = 3¢eX
y'= -ce*+ eX
-ce™+ eX+ 2 (ce™ + eX) = 3eX
ce™ +3eX = e* la ecuacion y = ce*+ €* no es solucién de la E. D.

2. y =ce®+ e* essolucion de E. D. y' + 2y = 3eX
-2ce >+ X+ 2(ce+ eX) = 3eX
-2ce >+ X+ 2ce >+ 20X = 3eX
3e*=3 X si es solucién de la E. D.

o /

1.2.5 Formas de expresar una solucion de las EDO

En la solucion de una ecuacion diferencial encontramos una funcion que depende de “x”
y de una constante (c) o Y(x;c)=0.

1.2.5.1 Solucion General

Cuando no tenemos el valor de la constante.
Y (x,c)=0

1.2.5.2 Solucion Explicita

Cuando tenemos despejado la variable dependiente.
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Y(X) = F(x) +C
1.2.5.3 Solucién implicita

Cuando no tenemos despejado la variable dependiente.

F(x,y,c) =0
1.2.5.4 Solucién particular:

Cuando la solucién queda expresada para un valor especifico de la constante

Condicion inicial Y(x= k1) = K2 donde K1, K 2 puede ser cualquier nimero real
Después de operar se obtiene el valor de C= K entonces la solucion particular explicita
quedaria Y(x) = F(x) +K

Nota:
Tratar de dejar siempre la solucion en forma explicita. Una condicién inicial o
condiciones de borde me va ayudar a despejar el valor de la constante.

1.3. Clasificacion de las Ecuaciones diferenciales Ordinarias

Clasificacion de (- Lineales ( Y + p(X)y = g(x) )
las EDO - No lineales

Se deben cumplir dos cosas para E.D.O
1. Lavariable dependiente y sus derivadas no deben ser afectadas o deben ser de 1
grado la variable dependiente y sus derivadas.
2. Los coeficientes solo afectan a la variable independiente.

1 d? d
1. =22+ 2
x dx? dx

son lineales entonces la EDO es lineal

—5xy = e * LaE.D.O tiene cuatro términos y todos sus términos
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2. Z—z + In(x+y) = 2x LaE.D.O. tiene tres terminos Yy el término In(x+y) no es

lineal vasta que un término sea no lineal entonces la EDO es no lineal

1.4. Segunda Clasificacion de las EDO

Ecuaciones diferenciales ordinarias homogénea y no homogéneas

Una ecuacion diferencial ordinaria es homogénea si no contiene términos que
dependen unicamente de su variable independiente caso contrario es no homogénea

2
1. X2y xy = 2 de la variable independiente
dx?

2 , . .
2. % + xy = 0 — | términos que dependen de la variable
X

EDO no Homogénea el término 2x depende

EDO es Homogénea porgue no contiene

independiente

Nota: Diremos que una EDO es no homogeénea si la variable independiente esté libre o
afectada por un constante .Caso contrario es homogénea
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Taller de evaluacion capitulo 1

1. Dadas las ecuaciones diferenciales describa las variables dependientes e

independientes.

d*x 2+ (dx)7_ 3y
a| == y a =e

b alzwz+ (dw)z_ 3
@2 ydy =e

) -

y

ds
dw

) = sw

2. Paracada ecuacion diferencial ordinaria planteada encontrar :el orden, grado,
clasificar si es lineal no lineal, homogénea o no homogénea:

ﬂ — p3x
a. dx+xy—e

d
b. Ly xt = e3>
dx

c. %+nt—n= e3n

d. (%)2 +nt—n=e3"

e (58) +e(E) —n=em
f. (Z—;)S +t (3—2)4 te3n

0. (22) +y(2) = v

o (22) 4y (L) = e

i (Ziy’;)z +y(2—§ : = e3y

i (52) + (5 -3
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales de
primer orden

2.1. Representacion matematicas de una EDO de primer
orden

Formas de representar matematicamente las EDO de primer orden

F(x,y,y)=0 o Y’=f(x,y) 1er Orden

F(x,y,y’,y”’)=0 o Y’=f(x,y,y’) 2do Orden

Métodos para resolver:
2.2.Ecuacion diferencial separables

Utilizamos este método si el segundo miembro de la ecuacion se puede expresar como el
producto de dos funciones, una que dependa de la variable independiente “x” y otro que

({3}

dependa de la variable dependiente “y”.

y=f(y)
y' = Z_y — Notacién de Leibniz

X
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2.2.1. Procedimiento para la solucion de una EDO de variable separable

De la ecuacion diferencial propuesta

dy
T f(x,y)
ler Paso

Arreglo de la ecuacion diferencial separable en las opciones que se presenta

dy dy f(x) dy 9g)

= J@a0) 0 Go="r8 0

dx ~ f(x)

2do Paso

Pasar la funcidn que contiene a la variable dependiente con su respectivo diferencial y la
funcion que contiene la variable independiente con su respectivo diferencial como se
indica
dy
=

dy
f(x).9 @) ON f(x).dx

3do Paso
Integrar ambos miembros de la ecuacion EDO como se muestra

El resultado de operar las integrales es la obtencion de las funciones primitivas o
antiderivadas G(y) y F(x) y se recomienda sumar una sola constante al lado derecho de la
ecuacion como se indica.

Gly)=F(x)+C

4to Paso
1 Despejar la variable dependiente si es posible.
1 Si el planteamiento de la EDO tiene condiciones iniciales se debe remplazar en la
funcién solucion para el célculo de la constante C
Y(x) =F(x)+C
Entonces la funcion Y(x) solucion quedaria de forma explicita de lo contrario como
solucion implicita.

EJEMPLOS
1. y'= g Anexo
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ay _
ER AT
g(y) . f(x)
[
y+3 Y x-4

Iny+3)=In(x—4)+C
eeri(y+3) — eyz(x—4)+c
y+3=(x—4).e
y=c(x-4)-3 o~
2-2+y)dx—(3—-x)dy=0
2+ y)dx = (3—x)dy
dx dy
I G-x) / (2+y)

—In|3—x|=In|2+y|+c

—In|3—-x|—-In|2+y|=c
In3-x)2+y)=—c
eln(3—x)(2+y) — e €

B-—x)2+y)=C
C
3—x
3-X(x+3)dy —y(2x +3)dx =0
X(X+3)dy = y(2x + 3)dx
dy (2x+3)dx
vy x(x+3)
dy (2x+3)
vy x2+3x
j dy [ (2x+3)
y x? + 3x

y:

dx

Iny = In|(x% + 3x)| + ¢
v

x? + 3x

y =c(x*+3x)
4-(1—x)dy —y?dx=0
(1 —x)dy = y?dx

dy  dx

y2  (1-x)
dy dx

Ie=las
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dx

[y?dy = [=;

o fi—xl+e
y

y=—— a

- In|1—-x|—c

5.-(1—x)dy —y?dx =0
(1-x)dy  y?dx
1-xy? y*(1-x)

1

[ =

1
=——=—In(1—-x)+C
y

1

y=ln(1—x)+c

Anexo para el ejemplo 6
6.- (8y+10x) dx + (5y+7x) dy =0
y=ux dy=xdu+ udx

(Bux + 10x)dx + (5ux + 7x)(xdu + udx) = 0
8uxdx + 10xdx + 5Sux?du + 5uxdx + 7x*du + 7uxdx = 0
x(8udx + 10dx + 5u?dx + 7udx) + x%(5udu + 7du) = 0

x(5u?+15u+10)dx x?(5u+7)du

£(2).GW) £(2).G(W) _
x2(5uZ+15u+10)  x2(5u2+15u+10)
fdx 4 j‘ Su+7 du = fo

X Su?+ 15u+10 47

Inx + Su+7 du =
T ) Gurs)ur2) T

Su+7 A B

Wtr2)(Gu+s) (Gu+s) T @wr2

Su+7=Au+2A+5Bu+ 5B

Para los u de grado uno setiene A+ 5B =5 Ecl

Para los u de grado cero se tiene 2A + 5B = 7 Ec 2 y multiplicamos por — 1
—2A—-5B =-7

Sumando la ecuciéon 1 y 2 se tiene — A = —2

A=2
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53
5
3

2 5
lnx+fmdu+mdu—c

2 3
lnx+§ln(u+ 1) +§ln(u+2) =c

5In(x) + 2In(u + 1) + 3In(u + 2) = 5¢
Imx®>+In(u+12+n(u+2)3=c
Inx®+ In|(u+ 1)?% (u+ 2)3|

Inx®+In |(§ + 1)? (% + 2)3|:C _— Solucién general implicita

In |x5(% +1)2 G+ 2)3| =c Aplicamos propiedad del logaritmo
eln|x5(%+1)2(%+2)3| _ oc
x° (X+ 1)2 (X+2)3 =c

x x o %

7.-2z(3z+1)dw+ (1 —2w)dz=0

2z(3z+1)dw (1-2w)dz

z(3z+1)(1-2w)  z(3z+1)(1-2w) =

2dw dz Anexo para el ejemplo 7
+f =0 u=1-2w du = —2dw
f (1-2w) z(3z+1) du )
JZ(du)+f 1 dz =0 = w
u\—2 z(3z+ 1) Z=
1
In(1 - 2w) + fz(3z+1) dz=0
1 A B Anexo para el ejemplo 7
1, 1=34z+A+Bz
z(3z+1) =z 3z+1 034t B
1 _3Az+A+7zB A=1
Z(SZ + 1) B Z(?)Z + 1) B=-3
1 _ l_ 3
z(3z+1) Tz 3z+1
1 3
ln|1—2w|+f—dz—f dz = C Anexo
z 3z+1 u=3x+1
3 du du = 3dz
ln|1—2w|+lnz—f—_—=c Ju
u 3 W _ 4y
3

1
In|1 — 2w| +lnz—fadu= C

In[1—-2w|+Inz—In|3z+ 1| =c
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y=zw z=

<=

w w
In[1 —2w| + ln; —In |3; + 1| =C —» Solucién general implicita

3. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Estas ecuaciones se pueden presentar de dos formas:

Forma 1.

d
@ () 7+ A (D) = 4()

Forma 2.

dy _
i p(x)y = g(x)

Forma normalizada

Para pasar de la forma 1 a la forma 2 simplemente dividimos para ai(x) a toda la

ao(x) _ a®
EIRAAS

ecuacion donde p(x) = 21 (0)
1

Para resolver estas ecuaciones podemos aplicar dos métodos:
1. Por el factor integrante
2. Por variacion de términos

3.1.1. Método del Factor Integrante

Teorema 1

d
Ju €Eu(x)/u)y +p)yl = 5= [u(x).y]

dx Nuestro objetivo es
u(x)y’ +u(x).p(x)y =u'(x)y + u(x)y’ - encontrar la funcién u(x).
u(x).p(x) = u'(x)
W =P
1du
~ e - P™)

v

d
== [p()dx
elnu — efp(x)dx

El p(x) esta en: y'+p (x)y = g(x)

u(x) = e/p@ax  —» Factor integrante
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Para la solucion reemplazar u(x) en la E. D. lineal y' + p(x)y = g(x)
u@)y' +p)yl = ulx).g(x)

d

7 ).yl =u).g(x)

dlu(x).y] = u(x). g(x)dx

fd[u(x).y] = fu(x).g(x)dx
u(x).y = fu(x).g(x)dx

Férmula general para poder resolver por el

1
y= @ fu(x).g(x)dx método del factor integrante

EJEMPLO

y'—3xy=x
p(x) = —3x gx) =x
Formula del factor integrante u(x) = el PO

Nota:

En la férmula del factor integrante no se suman las constantes.
3.2

u(x) = e~ [3%dx = g72* @

Formula General y = ﬁ u(x) - g(x)dx

3.2 3,2
y =e2 27 L xdx

e
3271
=e2¥ |=
y=¢ [3f
3.2 1

y = e2* [—ge‘t +c]

e‘tdt]

3 1 3

y = ez [—ge_ixz + c]
1 3

y = —§+ce5x2
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3.1.2. Método de Variacion de Parametros

"+p(x) (x) —> Ecuacién de 1°" orden normalizada
y +px)y =g

g(x) =0 y +px)y=0 sesupone que g(x)=0

dy _
T -p(x)y
dy _ B
7= [ rwa

y = e~Jr@ax ' solucién cuando igualamos a g(x)=0

Suponer
y = u(x).v(x)

Si derivamos al supuesto.
dy
dx
v()u + ul)v' + p(x)ulx).v(x) = g(x) arreglando se tiene:

v(){u' + p(x)ulx)} + u(x)v' = g(x) donde por ecuacién diferencial
homogénea u + p(x)u(x) = 0 entonces se tiene u(x)v' = g(x) donde v' =

9x) 9x)
u(x) u(x)

v(x) =

=v(x)u' + u(x)v' y remplazamos en z + p(x)y = g(x) se tiene.

= de y el resultado es:

g()
u@m ™

. d
por lo tanto se tiene d—z =

Resumen del método de variacion de parametros

En resumen se tiene que:

u(x) = e_fp(x)dx

9 ..
v(x)= | —=<
u(x )
= u(x).v(x) = e~ /PMax ngx;d
ux
Ejemplos:
d '
ZH+2=y? —>y +p)y =g
Metodo del factor integrante.
dy 1 3
L TZY=Y
1dy N 1y 3
y3 dx 3 y3
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yooLty 1
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z=y2%2 —»

Hacemos un reemplazo

dz = -2y 3dy
dz _ 3
5 y -ay
dz 1

Toax T

dz ZZ_

dx x
Z = Ux. Vx

2
y‘2=u.v=x2.(;+c)=2x+x2.c

1
V2x + x2c

u(x) = el Pax
u(x) = e_f_%dx
u(x) = g2lnx

u(x) = x?
Método de variacion de pardmetros

_[9(X)
v(x) = ") .dx

2
v(x) = f——zdx
1 2

v(x) =—-2.——+c=—-+c

4.- Ecuaciones diferenciales exactas

p(x) = — gx)= -2

Se dice que una ecuacion diferencial de forma M(x,y) + N(x,y)y' = 0 definida en una regién
R del plano XY es exacta si existe una funcién @(x,y) = c que cumpla@x =M A @y = N.

Forma:

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

Teorema:

Si M, N, My, Nx son funciones continuas, entonces la ecuacion diferencial
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta si cumple que My = Nx

Método de E. D. exactas:

a) M(Xy) dx+N(xy) dy=0

b) My = Nx
c) @(xy) |Px = M(x,y)

My: se lee “derivada parcial de M(x, y)
con respecto a y griega”

oMxy) _ LNy _ Nx
oy 7 ox
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@y = N(x.y)
Ejercicios:
(e*siny — 2ysinx)dx + (e* cosy + 2cosx)dy = 0
M(x, y) N(x, y)

am
My = = e* cos 2sinx
Y= dy Y- EXACTA
dN .
Nx =— x

=e*cosy— 2sinx

dx

M(x,y) = e*siny — 2y sinx

_00xy) :
Dx = e =e*siny — 2y sinx
WXy

F = (siny.e* — 2y sinx)

00(x,
f ng Y) dx = j(smye — 2y sinx)dx

D(x,y) = sinyj e*dx — ZyJ sin(x) dx
D@(x,y) = e*sin(y) + 2ycos(x) + H(y)

00(x,
QSC Y) = cos(y)e* + 2cosx +h'(y)
Nota:
Para encontrar el valor de h(y) hay que igualar @ con N @
@(y) = N(x,y)
cos(y)e* +2cosx +h'(y) =
h'(y)=0
dh

jdh dey

®=e cosy —2ysinx+k=c
@ =e*cosy —2ysinx =c

(Bx%y +xy®) + (x* + x%y)y' = 0
Gx?y + xyHdx + (x* + 2%y)dy = 0

M N
My = Nx
My = 3x% + 2xy
Nx = 3x2 + 2xy > EXACTA
O(x,y)=c \;)x =M
y=N

jdq) = J(szy + xy?)dx
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1) =f3x2ydx+fxy2dx

yZ 2
0 =yx3+ + h'(y)
@y = x3 + yx% + h'(y)
@y =N
3 +yx?+h'(y) =x3+x%y
h(y)=0
h=k

yZ
®=yx3+7x2+k=c

2

¢ = yx3 +y?x2 =c

2xy? + 2)dx + (2x%?y —3)dy = 0
Por el teorema
My = Nx

My =4xy —0
EXACTA
Nx =4xy +0 >
D(x,y) =c J)Qx =M
y=N

d(D
= —ny +2

fd@ foyz + 2dx
—x2y2 + 2x + h'(y)
Px =
Px = ny2 +2+h'(y) =2xy?+2
Ox = h'(y)

jh’=JOdy
h=k

O=x?y’+2x+k=c
O =x%y’+2x=c

(3x? + 6xy?)dx + (6x%y + 4y3)dy = 0
M N
My = Nx

My =0+ 12xy EXACTA
Nx =12xy + 0 >

(x,y)=c |dx=M

@y =N
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d(Z)
= = 3x? + 6xy?

J.d(b fozdx+f6xy2

=x3 + 3x%y2 + h'(y)
®y—0+6yx +h'(y)=N
6x%y + 4y3 = 6yx? + h'(y)
4y =h'(y)
h=y*

@ =x3+3x%y? +y* =

(x+y)%dx+ 2xy+x*—1)dy =0 y(1)=(1)
M N
M= (x+y)? =x?+ 2xy + y?
N=2xy+x*-1
Teorema
dM dN
dy  dx
aM

— =0+ 2x+ 2y
ied > EXACTA

ol 2y + 2x

O(x,y)=c L(Z)x=M
y=N

do
dy

fd@ = f(2xy+x2 — 1dy

®=]xy2+x2y—y+h’(y)
Ox =y2+2xy—0+h'(y) =M =x%+ 2xy + y?

=2xy+x*—1

h'(y) = x?
hzfxzdx
S
3

X3
®=xy2+x2y—y+?=c

13

®(x,y)=1.12+12.1—1+?=6

1
(D(x,y)=1+1—1+§=c

3+1 4

0(y) =5 =73
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C=§

0 = xy? + x? +x3—4

TR Ty TS

(e*+y)dx+ (2+x + ye¥)dy y(1) =1
M N

M=e*+y

N=2+x+ye”

AM_p .
E—0+l—l 7 EXACTA
T_0+1+0=1

X

d(x,y)=c J)(Z)x =M

y=N
Ox = (e* + y)dx
(Z)=]ex+ydx

O =e*+yx+h'(y)
py=0+x+h'(y)=2+x+ye*
() =2+ ye?
h=](2+yey)dy

O=e*+yx+2y+ye’—e¥=c

c = 3+e
Oy =2+x+ye”

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y aplicaciones en la ingenieria

[dp=[2+x+yeYdy ——> Con respectoa @y = N

el0)
a=2y+xy+eyy—ey+h’(y)

9 _
y+h(@y)=e'+y

jdh=]exdx
h =e*

P=2y+xy+e¥(y—1)+e*=c
@p=3=c
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4.1 Ecuaciones exactas con factor integrante

Si la ecuacion diferencial de la forma M(x,y) +
exacta puede existir un A(x, y) tal que A[M(x,y) +

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y aplicaciones en la ingenieria

N(x,y)y’ = 0noes

sea exacta.

@ N(x,y)y']1=2.0

aM _, aN - 5 Ecuacion no exacta
dy dx
M _ dAN _ Ecuacidn exacta
dy dx
PRIMER CASO
A=A(x) » | Funcién A(x)
Md/1+AdM _ Nd/1+AdN

dy dy  dx dx
PRy VO Lo

dy dx dx

dx

aMm dN
A——-A1—=N
dy dx dx

a (dM dN) _ N dA
dy dx/)  dx
ad /’l(dM dN)
dx " \dy dx
Jar25)- [ 1
X N =173 u
My—Nx
ef( N )dx = elnu

Como A(x) es una funcion de x
entonces la derivada parcial Lamda con

. da
respecto a y griega es cero M > 0

20 = /T ——

Factor integrante solo para (x)

SEGUNDO CASO

A=)

da dM da dN Como A(y) es una funcidén de y griega
M—4+A1—=N—+1— . .

dy dy dx dx entonces la derivada parcial Landa con
Mﬁz d_N_ d_N respecto a x es cero Nj—i= 0

dy dx dy
dA—A(Nx_My)d
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Nx—My

elnd — ef( i

Nx—My

Ay = ef(T

Ejercicios:

Veldsquez

Jov

)dy e

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y aplicaciones en la ingenieria

Factor integrante solo para A(y)

(xy +y%2+y)dx+ (x + 2y)dy =0
M
M = xy + y?ty
N=x+2y

My=d—M=x+2y

dy >
Nx=—=1+40

dN
dx

Alx) =

. f(My;NX) dx

My —-Nx x+2y+1-1

N

X+ 2y
My —Nx x+2y

N
Alx) =
Alx) =

Cx+2y

efdx

ex

Para A(y)

Aly) =

. f(Nx;/IMy)dy

Nx—My 1-x-2y—1

M

xy +y2+y

Nx—My_( —x =2y

M

facilme

d
xy +y?+ y) Y
En conclusion se puede observar que el resultado no se puede simplificar

nte.

e*[xy + y% + yldx + e*[x + 2y]dy = e*
[xye* + y2e* + ye*]dx + [xe* + 2ye*] =0

d—szex+2yex +e*

dy EXACTA
dN >
— =e* + xe* + 2ye*

dx
(x,y)

M

Px =M
Odx =M

N

Px = xye* + y?e* + ye*

= fxyexdx+fyzexdx+fyexdx
(xe* —eX)y + y2e* + ye* + h'(y)
= (xe*) + 2ye* + e* + h'(y) = xe* + 2ye”*
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h=—fexdy

(Z)=yxex—ex+yzex+yex—fexdy=0

yax (ry=e®) _
M N
M=y

N =2xy—e ?

My =1 NO ES EXACTA
Nx =2 >

y
Nx—-My

A(x) =ef( )y

2y-1

Alx) = ef( y )dy
A(X) — ef(%)dy_fidy

A(X) — efdy_fidy
A(x) = e2y~Iny

e?y

/1(36) = 7
2y 2y _ 1 _
e“Ydx + (er y) dy=20

M:eZy u = U:f44ydy

y
N = (erzy — 3—1/)

My = 2e%Y
Nk = 202y EXACTA

¢(x,y) |px=M
¢y =N

px = e

[do = [e?dx

®=e?.x+h'(y)
@y = 2xe®” + h'(y) = 2xe?Y —%

[roy=—1
YTy
h=—Iny
O=e®x—In(y)=c

TERCER CASO
Nota:
Cuando no hay un factor integrante A(x) ni A(y) se tomara un A(x ,y) del cuadro.

Alx,y) = x%yb donde a, b son nimeros reales
A(x,y) = e**eby
Alx,y) = e®yP

A(x,y) = x%ebY

Cuadro N°1: Factores integrantes para A(x,y)
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Nota:

De acuerdo a la experiencia usted utilizara el lamda correcto del tercer caso, el objetivo
es encontrar los valores de a y b por coeficientes indeterminados.

5. - Ecuacion diferencial de primer orden de Bernoulli

- A [ dy
5.1. - Formamaterat |1 ¢ a+ p(x).y = q(x).y"

Nota:

Aqu se puede observar que la variable dependiente y tiene exponente n
de los reales, esto quiere decir que todas las ecuaciones diferenciales
de primer orden que tengan esta forma son de Bernoulli

5.2.- Descripcién de | os el ement os queec ufaocrimbann part
Donde: p(x),q(x)son funciones continuas en el intervalo [a.b] y ademasn € R

Y
q(x)

p(x)

Gréfica 1: Descripci  6n de los elementos de la ecuaci  6n de Bernoulli

5.3. - Algoritmo para resolver Ecuaciones diferenciales de Bernoulli:

El objetivoes llevarlaecuaci 6 n de Ber noacudcibon a una
diferencial lineal nas f acil de resolver.

Para llegar a ese objetivo seguiremos los siguientes pasos
1) Serealizaunreemplazode v =y'™

2) Tomando en cuenta que v=\x) se deriva porregladelacadena a
v _dv dy
dx  dy dx
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3) Para observar la sustituci 0 n
ecuaci 6n" dplagsigaiente forma:

dy p&)y _qG)y”"
dx yn yn

d
y " % + p(x)y* ™™ = q(x) Ecuacion 1

v = yl—n
w _ dv dy
dx  dy dx
dv
ay 1-n)yy™
dv dy
—=1-n).y "—
dx (1=n).y dx
v _pdy .
ovar =Y ax Ecuacion 2

5.4. - Reemplazolaecuaci 6 n 2

dv

A—mdx p(x).v = q(x)

5.5. - En este Ultimo paso se obtiene una ecuaci
resolver por factor integrante y la ecuaci
los problemas planteados

Z+ (1 —-mp@v =qG)(1 —n)

Ejercicios
y‘33—z— 5y~2 = —;x
v=y?
dv dy
— =2 y 3=
dx Y dx

Aplicando la ecuacion 3 se tiene
2t (1= m)p(0). v(x) = (1 —n)q(x)

- DEW = (-3 (~2x)
dx viXx) = 2x

dv
— 4+ 10v(x) = 5x
dx

Aplicamos factor integrante
u(x) = elp(@dx _—< u(x) = el 10dx — p10x

1
—or - J €1%%.5%dx

1 [5 fxelox]

el0x

u(x) =

v

u(x) =
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e nse tieae 1

empl eada se puede di vi
oOnlineal f acil de
On que usaremos para resolver
Ecuacio n 3
du gy =
(—2ydx 4T 2%
W ou=s
dx u = ox
Anexo
fxeloxdx
u=x du = dx
1
dv = el0x v =—ellx
10

di
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_ 5. .10x_5 _10x

u(x) = ~ox [Exe Y +c

1 1 _
u(x) = SX-tce 10x

X 1 _
u(x) = [E_ - tce 1°x]
_ X 1 _

y 2 _X_ 1 p-10x

2 20

YA

dx

dy
2y 3 — 2 =(x-1
y Uty x—1)
v=y 2
dv = —2y~3dy
dv_ y-3
dy_ y
dv
2&+(1—3)(1)V=(X—1)(1—3)
dv
2——2v=—-2x+2
dx
dv = +1
T V= —X

1
V= @f u(x). g(x)dx
u(x) = ef—ldx = X

V= e"fe‘X (1-x)dx

X

v=e*[e™*—xe ¥dx
v =eX(e™®) — [ xe *dx

— _aX —X
V=X —e +fe dx dv = e~ fdvzfe_x

X

v

v=x.—e ¥*+4+e”

v=—e ¥
v=e*(—e*+xe*+e ¥ +c
v=x+ce*
y~2 = x + ce*
1
— =x+ ce”
y
0 =—1+xy? + y?ce®

5.1 Conversién de la ecuacion de Bernoulli a exacta

Se parte de la forma original de Bernoulli
p()y' +q(x)y = R(x)y"
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Se da a la ecuacion de Bernoulli la forma de la exacta
q(x)y —R(x)y" +p(x)y' =0

(@(x)y = R(x)y™)dx + p(x)dy = 0

Se asume un factor integrante A(x,y) = ¢(x).y%

Luego multiplicamos por el factor integrante
(x).y*[(q(x)y — R(x)y™)dx + p(x)dy] = 0 * p(x).y*
Multiplicando por el factor integrante quedaria
((x)q()y** = R(x)y™ ) dx + p()p(x).y*dy = 0
Aplicando My=Nx

My = (a + Dp(x)q(x)y* — (n + a)R(x)y™* ¢ "

Nx = y*(p'(x)q(x) + p(x)q'(x)

Aplicando My=Nx seria

(@ + Dep(x)q(x)y* — (n+ a)Rx)y™* 1 =y*@'()p(x) + p(x)¢'(x)
Luego se asume que n + @ = 0 entonces —n=a
(1-n)e()qx)y™ =y (p'(X)e(x) + p(x)e’(x))

(1 -m)e(x)q(x) =p'(x)e(x) + p(x)p'(x)

(1 -m)e(x)q(x) =p'(x)e(x) + p(x)p’(x)

p()e'(x) = (1 —n)e(x)q(x)—p'(x)p(x)

p()e'(x) = p(x)[(1 —n)q(x)—p'(x)]

¢'(x)  [(1—n)q(x)—p'(x)]

o) p(x)
Integramos:

_ (A =n)q@)—p'(X)]
infp o] = [ A

Aplicando la funcion exponencial se tiene:

f[(l—n)q(X)—p’(X)]
(p(x) =e p(x)

Finalmente se obtiene la ecuacion para el factor integrante buscado para pasar la ecuacion
de Bernoulli a exacta

[A-n)q()-p' ()]
—_— —dx
A(x’ y) = ef p(x) .

dx

y " Ecuacion 4

Nota:
La ecuacion 4 nos permite solucionar la original de Bernoulli

6. Ecuaciones diferenciales homogéneas

Una ecuacion diferencial de la forma y' = f(x,y) es homogénea si al segundo miembro
..o d d .
de la ecuacion ﬁ = f(x,y) se puede expresar como ﬁ = f( %) se realiza un reemplazo
deu=2
X
y=x.uU
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Y fen=2=r®)

d x
y
u=(3)
dy du
—=u+x—
dx dx
Reemplazo
u+ x? =flu) —> Ecuacion de variables separables
X
%
x—=f(u)—u
dx
du 1
flw)-u = x x
F(u) = F(x,c) y = xF(x,c) —4 Solucién
y
~=F(x,c
~=F(x0)
Ejercicios:
(x—y)dx+xdy =0
dy y-—x
dx  x
dy y x
dx x x
dy _y
o ()1
Remplazando se tiene
u+ Xd—u =u-—1
-] — Resolver por variables separables
fdu =—|—
mx+c
X =—-Inx+c
X
y =x(—Inx+c)
y = —xInx+ xc

(xy + y? + x%)dx — x2dy = 0
dy xy+y?+x?

dx X2
dy =xy y?
dx  x2 x2 X2
dy y y?

= 1
dx X+X2+

dv )
vtx—=v+v-+1

dx
dV_V2+1
dx ~ x
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f dv _ dx
v2+1 ) x

dv
f = arctan(v)

vZi+1
arctgv = In|x| + C

tan(arctgv) = tg (Inx +¢c)

v = tg(In(x) +c)
g = tg(In(x) +¢))
y = xtg(In(x) +¢))

(2 =xy)y —y*=0

dy
@) —yr=0

(x% — x(ux)) (u + d_u) = (xu)?

dx
du

xXu+x?——x%u? —x*u—=
dx
du udu
2 2
x“lut+———-u"———
[ dx dx
2_|_du udu
u—u _———=
dx dx
du du ) N
——u—=u“—-u+u
dx dx

du
— (@1 —u)=2u*—u
dx

dx= [ 2% g
fx__quZ—uu

1—u
jzuz_u=x+c

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y aplicaciones en la ingenieria

§

dy du
Dondey=ux; —>=u+—
ondey=ux; Tx u+dx

u?x?

1fu—1—3_ 1 (4u—1) 1f 3 ;
4] 202—u 4 4] 2wz—q™M
11 2u? 4)+1f

4n(u 4 ) 2u? —u

3 A B

WZu—D ulzu-1

3=AQCu—-1)+Bu

u=20 3=2uA—A+Bu
3=-A 0=2A+B

A=-3 3=-A

3=B. 0=-6+B
B=6 B=6

—%ln(Zu2 —u) +%f(

6
)du
u

1l(22 ) 31()+3l(2 1)
7 n@u? —w) = 2In@) + 2 In(u

—%ln(Zu2 —u) — %ln(u) +Zln(2u — 1)=x+c
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3
2u—1)4
(2u? — 1)zus

Remplazando u=y/x se tiene

ey ) 8

(22 - 1)

x%—y= x% +y?

d
xd—i/:\/x2+y2+y

dy _ /xz y: .,y
dx x2+x2+x

du
ut+tx—=+1+u?+u
dx

xd—u:\/1+u2

dx

1 1

—dx:j du
jx V1 +u?
ln(x)+c=ln(u+ 1+u2)

x.c=u++1+u?

e i)

Ejercicio con condiciones de borde y variables separables

x Z_z - y-I-Z;CZy y(0) = -2
dy 2x
dx  y(1+x?)
2x
ydy = 1+ x? dx
y2

7=ln(1+x2)+c
2

-2
T=ln(1+02)+c
=2

y?2 =2In(1+x%?)+2
y =+/2In(1 + x2) + 2

a

7. Ecuaciones diferenciales homogéneas de coeficientes lineales
Forma:
(A1x + Byy + C)dx + (A,x + B,y + C,)dy = 0 donde: (A4, ,B,,C,,45,B,,C;) €ER
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Condicidn para que exista:
Ay B, # A;By

Nota:
Si los productos son iguales no hay solucién y si los productos son diferentes si
hay solucion por este método.

1¥" Caso
Cl == CZ == O
d_y _ —A1x—-B1y—-C;

dx Ayx+Byy+C,

El objetivo es llegar a obtener una ecuacion

v

diferencial homogénea

Aix Yy

Y X _le
X

dx  p,%+B,2

» | E.D.Homogénea

Finalmente se procede a resolver la ecuacion homogénea
2do Caso

Cuando C; # G,

dy —Ayx—Biy—(

dx A, x + By + Gy

Reemplazo:
dy dv )
x=u+h d—=— u,v = variables
x  du h,K = constantes
y=v+K
dy dv
dx du

dv _ —A;(u+h)-By(v+K)-Cy
du ~ A,(ut+h)+B,(v+K)+C,
dv _ —Aju-A;h-Byv -B;K-C;
du~ Ayu+ Ah+B,v +K+C, al otro las constantes
dv _ —Aju-Byv+(- Ajh— B;K—Cy)
du~ Ayu+B,v+(Ah + B,K+C,)
—Ah—Bik—C; =0
h, k para{ ! ! 1 }
A2h+sz+C2 = 0
Resolver el sistema de ecuacion por algin método visto y encontrar el valor de h y k, luego
remplazamos en la ecuacién 5y se obtiene la ecuacion homogénea de variable dependiente v e

independiente u
ﬂ __ —Aju-Byv
du A,u+b,u

Agrupar a un lado las variables y

v

Ecuacion 5

dv _ <_A1_B1Vﬁ) » | Homogénea
du A2+BZE
EJERCICIO
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(-3x+y+6)dx +(x+y+2)dy=0

=3 #= D@D

—3£1 Es posible aplicar el método

\4

dy _ 3x-y—6

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y aplicaciones en la ingenieria

dx x+y+2
dy 3(u+h)—(w+K)—6
dx (u+h)+@W+K)+2

Anexo
y=v+k
x=u+h

dy 3u+3h—(v+K)—6
dx  u+h+v+K+2
dy 3u—v—@Bh+K-—-6)
dx  u+v+h+K+2)
{3h—k—6=0}
h+k+2=0
4h—4=0=>h=1
3—6=k=>k=-3

dy 3u-—v

dx  u+v

dy 3u—v+@3@1)—-(-3)-6)
dx  u+tv+(1+3+2)
dy 3u-—v

dx  u+v

dz 3+z
Z+U —= —
du 1+z

dz 3-z
du (I_-I-z) -z
dz _ 3—z—z-z2
du 1+z
dz (—z®—2z+3)
u du 1+2z
du  (1+2)
u —z2-2z+3 z
(1+2) _ [ _ 4du
fzz +2z-3 dz =
f 1+2)
z2 +2z-13

dz = —In(u)

142z d _f( A N B >d
z+3)z-D7 " \z+3 2=/
Az— A+ Bz+3B =0
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1=A+B 1=§+B
1=A—A+3B B=§

1
2=4B>B =
2

1.f dz +1j‘ dz _ fld
2] z+372)z=1" " Ja*™

1 1
Eln(z + 3) + Eln(z - 1) = —lTl(U) +c

1 1
n(z+3)2+n(z-1)2=Ilnut+c

1 1
> _1S -1
eln(z+3)2.ln(z 12 _ elnu .c

(93 (@0 =55

v
7 =—

v Y v c
G+3)G-1) =2
y=v+k
v=y—k=y+3
x=u+h

u=x—h=x-1
+3 + 3 c
x—1 x—1 (x — 1)

Bx—-2y+1dx—(Bx—2y+3)dy=0

(3)(=2) # (DD

—6% -6 —>

No hay solucién

8. Ecuaciones diferentes de la forma: y’' = G(ax + by)

Si al segundo miembro de la ecuacién y' = f(x,y) se puede llegar a un arreglo y' =
G (ax + by) entonces se puede hacer un reemplazo.

Z = (ax+ by)
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by =ax—z
dy dz
dx dx
dy

dx

:b(a_

dZ)
dx

Reemplazo en:

d
é = G(ax + by)

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y aplicaciones en la ingenieria

Ecuacién de variables separables

-1

dz [
b(aa)zG(z) >
Ejemplo:

d—y—y x—1+x—-—y+2)
E:_(x_ y)—1+[x—y+2]
Z=x-Yy
dy _, _4dz
dx dx
1~ 1 —

dx 7 zZ+2
dz_ 2+ 1
dx d z+2
dZ_ +2 1
d —Z z+ 2
dz  z2(z+2)+2(z+2)—-1
dx (z+2)
dz _ z?+42z+2z+4-1
dx - Z+2
dZ Zz+4Z+3
z+2
1( 2(z+2)
fd 2] s
z2+4z+3

2(z+2)dz
z2+4z+3

=3/

1
x+c=§ln(zz+4z+3)

p20r+0) — eZG In(z2+42+3))

e?*.c=(z?>+4z+3)
Z24+4z4+3+1-1=e**.C

(z+2)2=e**.c+1
\/(z+2)2 = \/ezx.c+1
2=V FI-2
x—y=VeFCFI-2
y=x+2—-Ve* C+1
y=Jx+y -1
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Z=x+y
4y _ 4z _
dx — dx
Z_i’: VZ—1—————> Reemplazamos por “z”
EZ _1=vz-1
dx
Z=Vz-1+1
“_ Jz
dx

L - [ax

z2

1
[z72dz = [dx
2Nz =x+c

(Z(x + y)%)2 = (x+¢)?
4(x+vy)=(x+¢)?
4x + 4y = (x +¢)?
4y = (x + )% — 4x

2
y:@_zl_x
_(x+0)?
4
2
xX+c
y=(5) -«

9. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden

El campo de las ciencias:
1 Geometria (- -Curvas ortogonales
-Curvas con ciertas propiedades
-Otros

1 Fisicas -2da ley de Newton
-ley de enfriamiento de Newton
-Circuitos eléctricos
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[ -ley de enfriamiento
1 Quimicas -Reacciones quimicas
L -Ley de crecimiento y de acrecimiento

{ Biolégicas( -Ley de crecimiento poblamal
-Epidemias

9.1 Aplicaciones en la geometria

Primer modelo

Curvas ortogonales:
Son trayectorias que se intersecan y forman angulos rectos, la familia de curvas es
definida por [(x,y,y’) = 0y la familia de curvas ortogonales esta definida por:

_1 =
I(X,y /y/) 0
y =cx y=cC x2 —_— Parabolas
y'=c y'=2cx
_Y S
C_x ¢ x?
r __l=_£ r — Y
y'oT =——=- Yy =25x
1 _x r— Y
y'0T =- y =27
dy _ _x oT ==t— _ X
dx y yOT yr 2y
—(_ v__x
[ydy = [ —xdx 2= 2y
y2 x2
L=-Z+c J 2ydy = [ xdx
2 2 2
L+l =c¢ yi=-Z+c
2 2 2
) » . _ —» | Centro(0,0) x* o x? ¥ Elipse
y% 4+ x% = 2c S tye= :2k+k—1 —> P
Ejercicios:
E y=x%+ex
cx =y —x?
y—x*
Cc = =>2CcC=——X
X x
y'=2x+c
d
—y=2x+z—x
dx X
dy x*+y
dx  «x
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Z—Z=x+¥=>y’0T=—i,

y'oT x+¥

, x

Y :_x2+y

dy X

dx  x2+y

Z—; xz_:y . Anexo

o (§)2+1 R z:; = x=2zy

dy = dx dz
y _ = _|_y_

(2)?+1 dy dy

—Z
dz z*>+1

Z+}1E= —

dz z?>+1

J’@= —, Z

dz z?2+1+ 272

3’@=_—Z

dz 2z°+1

}’@= —,

z dy

dz = | ——

222+ 1 y
1 4z dy
- dz = | ——
4) 2z2+1 y

1
Zln(Zz2 +1)=-Ilny+c

eln(22°+1) — HIn(y~*)+4c

222+ 1=y "¢

272 +1=—
y4
x? c
2}74‘1:)?
2
yec
2x2+y2=F
c
2x2+y2=}7
2x%y? +yt=c

La pendiente de una curva en cualquier punto (X, y) es (x+2y). Determine la
ecuacion de dicha curva si sabemos que pasa por el origen

Ecuacion lineal
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y' =x+2y - y' =2y =x—»
fxe_zxdxz y+px).y =g(x)
—x du=d - [uw g
u=x u=dx y_u(x) u(x) glx
dv = e=2% v=—%e‘2x u(x) = el POx = of -2dx
_e—2x
== —Ze-2x__lo-2xgy 1-1
y  e~2x
x
[_Ee—Zx__e—Zx] _yzer_f xe—Zx x
y = er [ e—Zx _e—Zx]
x 1 2y
yz[—E—Z+ce ] p=1(0,c)

9.2 Aplicaciones en la fisica

Segundo modelo
Ley de enfriamiento de Newton

ar = k(T T

i (Ts a)

dr . . .

¢ — razén de cabio de la T con el tiempo
K = constante de proporcion

Ts = Temperatura de la sustancia
Ta = Temperatura del aire al ambiente

Ejercicios:

Supongamos que en un restaurante se sirve una taza de café a 95°C, en 5 minutos
esta a una temperatura de 80°C. Calcular el tiempo necesario para que esta misma

tasa de café se encuentre a 50°C lista para servirse.

Tiempo | Temperatura
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0 95
5 80
? 50

dT—kT T
P (Ts a)

i
(Ts —Ta)
In(Ts—Ta) =kt +c

Ts —Ta = cekT
Ts = ce*T + Ta
T(t) = ce*T + Ta

ty =0
95°C = ce® + 25°C
95°C — 25°C = ¢
70°C = ¢

T(t) = 70°CeXt 4 25°C
t = 5 minutos
80°C = 70°Ce>* + 25°C
80°C — 25°C = 70°Ce>*
55°C = 70°Ce"*
0,79 = e5k
In(0,79) = 5k

In(0,79)
k=73
k = —0,048
T(t) = 70°Ce %048t 4 25°C
Solucion
t=? T(t) = 50°C
50°C = 70°Cce 0048t
25°C = 70°Cce %048t
25°C = 0,048t
70°C
0,36 = e~ 0,048t
In(0,36) = —0,048t
In(0,36)
—0,048  °©
t = 21 minutos

Tercer modelo

Segunda Ley de Newton
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Masa por aceleracion = Fuerzas Actuantes en un objeto

Un objeto de masa m se lanza verticalmente hacia abajo desde un edificio de
altura de 600 metros de altura con velocidad inicial de 3 m/s.

Asumir que la Unica fuerza que actla es la gravedad y determine:

a) La posicién del objeto en cualquier tiempo t

b) El tiempo que tarda en llegar a la base del edificio

Consejos para resolver los ejercicios:

1. Lo primero que debemos tomar en cuenta es en establecer un sistema de
referencia esto simplifica el 50% del problema porque de lo contrario deberemos
plantear las ecuaciones dependiendo de la posicion del observador.

Un cuerpo con masa de 10kg se suelta de una altura de 300m si la velocidad
inicial del cuerpo aumenta con la resistencia del aire, y la resistencia del aire es
proporcional a su velocidad y si su velocidad limite es de 95 km. Encontrar:

a) Lavelocidad del cuerpo en un tiempo (t)
b) La posicion del cuerpo en un tiempo (t)

Datos:
v(0) =0 T
v(t) =0
t = 300 w
v(a) = 95ﬁ l
S
= JR

lem.a

w—Ra=m.a
mg — Kv=m.a
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do
@

k
g——v=a
dv k
i =10 —Ev
dv k
E'FEU =10
v(1) =?

v(t) = 95(1 — e~ 010531
xo = 3000 m

_dx
T

x=jvdt

x(t) = [95 (1 —e~010538) dt

x(t) =95t —95 (0,1053

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y aplicaciones en la ingenieria

)8_0’1053 t +c

x(t) = 95t + 902,18 e 1053t 4 ¢

Xo = 300m t=0
300 =95(0) +902,18e° + ¢
¢ =300-902,18 = 602,18

x(t) = 95(t) +902,18¢7%1053t — 602,18

9.3 Aplicaciones en la Biologia

Supdngase que un alumno de la UPS es portador del virus de la gripe y a pesar de
ella viene a clases donde hay 500 estudiantes si se supone que la razén con que la
que se propaga el virus es proporcional no solo a la cantidad de infectados sino
también a la cantidad de no infectados. Determine la cantidad de estudiantes
infectados a los 6 dias después, si se observa que a los 4 dias la cantidad de

infectados era de 50.

X (500
i x( x)

fﬁ#"‘“

f dx _a N b
x(500 —x)  x (500 —x)

1 =a(500 —x) + bx
O=a+b

1 =a500

1 j—

%—a
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1
b =500

dx 1 dx 1 dx
fx(SOO = 500[7 500 f (500 —x)

dx 1 1
fx(SOO —x) 500 Inx — =551n(500 —x) = kt + ¢

dx 1
J.X(SOO —x) ~ 500 [In(x) — In(500 — x)]

X
In (500 — x) = 500kt + 500c
SOOx_ = — CeSOOkt
%tzc(t) — CeSOOkt
x(0)=1
t=0

1
©= %99

x(t) 1

500kt

500 — x(t) 499
k =? t = 4 dias x =50

5_0 — Lezoomc
450 ~ 499
50.499\ _
n< 250 )_zooo_k
x(t) — 1 1,003t
500 — x(t) 499
x =? t = 6dias
x(t) — 1 1,003.b
500 — x(t) 499°
x(t)
500 — x(t) 0,823

x(t) = 411,5 — 0,823x(¢)
1,823x(t) = 411,5

o - 4115
= 1823
X(t) = 225

9.4 Aplicaciones en lo social

Se sabe que la poblacion de cierta comunidad aumenta a una razon proporcional a
la cantidad de personas que tiene en cualquier momento si la poblacion se duplico
en 5b afios. ¢ En cuanto tiempo se triplica y en cuanto tiempo se cuadriplica?

Xx = poblacién
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ar
ar
7= kdt
In(P) = kt+ ¢
P(t) = cekt
P(t)=P
to=0
P(to) = Py
Py = cE¥t
Py=c
P(t) = Pye*
t = 5 Afios = 2P,
2P, = Pye>"
2 = ek
In2 =5k
_In2
"5
k =0,139
P(t) = Pye®14t
t =?- 3P,

3P, = Pyet4t

[n3

0,14

t = 7,85 Afnos
=?7- 4P,

t = 9,90 Anos

t

9.5. Mezclas

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y aplicaciones en la ingenieria

Un tanque con capacidad de 500 gal contiene originalmente 200 gal de agua en
los cuales hay disuelto 100 Ib de sal. Se introduce agua que contiene en el tanque
1 Ib de sal a una velocidad de 3 gal por minuto y al mismo tiempo se deja que la
mezcla salga del tanque a una velocidad de 2 gal por minuto.

a) Encuentre la expresion que permita determinar la cantidad presente en

cualquier tiempo.

b) ¢Cual es la concentracion de sal en el tanque cuando el volumen de la mezcla

presente es de 400 gal.

c) Si el tanque tuviese una capacidad infinita ;Cual sera la concentracion en el
tanque para tiempo muy grandes.

Datos

al
a=39%
min
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C o1 lb
1= gal

a) C(t) =2

v(t)
dv A—B
dt

fduzf(A—B)dt

v(t)=(A—B)t+c

v(0) = v,
t=0
vo=(A-B)0)+c
Cc = 170
v(t) =(A—B)t+ v,
dQ R
dt =ad+cB " Significa que el recipiente tiene dos entradas
Z—f =c,A—c(t)B
o _ A — eWp_ 5 | v(t)esreemplazado por (A — B)t + v,
dt )
d_ 0w
dt ~ 7 (A-B)t+v,

al
o _ W _gal ZimQ(t)
dt gal’ = min gal

12t +200gal
aQ _,_ 200
dt = t+200
e | 20(t)
dt = t+200
PO =700
u(t) = efﬁdt
1
Q@»—agjmaga)
Q) = m U 3(t + 200)2dt]
B 1 3(t +200)3
0 = 2002 l 3 Cl
—Q(t) = (t + 200) + m
v(t) = (A—B)t+ v,
v(0) =200g
200gal = v,
v(t) = 400 gal
400 =t + 200
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t =200
0(0) = 100 Ib
C
100 (b = (0 + 200) + 2002
1 =
00 2002
—100200% = ¢
100. (200)?
£) = (t+200) - ———~
Q(®) = (¢ +200) (t + 200)2
100(200)?
400 — —F/——5—
c(t) = (400)2
400
375 b
b) C(t) = 200 0,94@
(t+200)—100'(200)2
_ (t+200)2
¢) c() = t+200
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